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M Chap 9

Coniques

Définition

Introduction.

En mathématiques.

Propagation des ondes.

Propriété. La tangente en M (6) & une conique donnée par son équation en polaires p =

En mécanique.

Définition monofocale

Définition. Soit F' un point du plan, D une droite telle que F' ¢ D et e > 0. On appelle conique de foyer F,

de directrice D et d’excentricité e la courbe I' formée des points M du plan vérifiant :

e S5i0<e<1,onditquel est
e Sie =1, on dit que I' est
e Sie>1,on dit que I' est

Remarque.

Equation polaire d’un conique

Equation polaire

Théoreme.

On se place dans le repere particulier R = (F';7,7) ou F est le foyer, et ou la directrice D a pour
équation xcosp + ysinp = d > 0. Alors

Mell < p=

On note

Tangentes

» .
Trecosg ©st dirigée par

le vecteur

Exemples

Exemple 1. D : v =1, ¢=

Exemple 2. D : z+y=1,¢=1.
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Exemple 3. D : == -2 ¢=2
1

Exemple 4. D : y =2 ¢ =3

Exemple 5. Reconnaitre et caractériser la courbe d’équation polaire p = !

245sin6

Exemple 6. Est-ce que la courbe d’équation polaire p = lf<1in«9 est une parabole ?
. Est-ce > 1a wrbe d’équation polaire p = ——L—— est une ellipse ?
Exemple 7. Est-ce que la courbe d’équation polaire p cos 0o 0 est une ellipse

Exemple 8. Est-ce que la courbe d’équation polaire p = est une ellipse 7

1
14cos 0++/3 sin 0

1.4 Equations cartésiennes réduites (tour d’horizon)

Dans un repére bien choisi, les coniques admettent une équation réduite :
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2.1

2.2

Chap 9 — Coniques

Propriétés.

Propriétés de la parabole.

Vocabulaire. On parle du sommet et de ’axe de la parabole.
Exercice (Th. de Poncelet). Montrer que la tangente 7" au point A est la bissectrice de angle HMF.
Application.

Propriétés de I'ellipse.

Remarque. Dans ce qui précede comme dans ce qui suit, on suppose 0 < b < a.
Vocabulaire.

Remarque.

i
-

o

D D/
Proposition. L’image d’un cercle par une affinité orthogonale est une ellipse.

Définition. L’ellipse d’équation réduite z—; + z—; = 1 est I'image du cercle d’équation z? + y? = a? par l'affinité

orthogonale d’axe zx' et de rapport g. Le cercle s’appelle cercle principal de l'ellipse.

™
7
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Corollaire. Représentation paramétrique de 'ellipse.

b

Application. Construction de la tangente a ’ellipse en un point.

Propriété. Equation de la tangente en un point My (X, Yp).
Elle est obtenue en paramétrant I’ellipse.
Elle peut aussi étre obtenue par dédoublement des variables :

XoX YooY 1
a? 2
Caractérisation bifocale.
En conservant les notations précédentes, on a :
'={Me?tq. }

Application. Méthode dite « du jardinier »

——

Exercice (Th. de Poncelet). Montrer que la normale a lellipse en M est la bissectrice de F'AMFY.

Application.
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2.4

2.4.1

Chap 9 — Coniques

Propriétés de I’hyperbole.

Remarque. Dans ce qui précede comme dans ce qui suit, on suppose que le second membre de I’équation réduite

est +1.

Vocabulaire.
Remarque.

Propriété. L’hyperbole admet deux asymptotes, d’équations

Remarque. On obtient les équations des asymptotes en annulant le second membre de I'équation réduite.
Définition. Une hyperbole est dite équilatére si et ssi

Remarque. Cela équivaut a a = b.

Caractérisation bifocale.

En conservant les notations précédentes, on a :

I'={Mec€tq. }

Démonstrations

Equations réduites des coniques

Preuve. On veut montrer que dans un repere orthonormal bien choisi, les coniques ont une équation cartésienne de la forme
annoncée.

On se place dans le repere (I, €1, €3) suivant : Soit d = d(F, D), I la projection orthogonale de F sur D, 1 = éﬁﬁ et €3 le vecteur
qui lui est directement orthogonal. [Faire une figure & ce stade]. Pour M (z,y), on a alors H(0,y) et F(d,0). Ainsi :

Mel < (z—d)’+y° =’
= (-’ +y’—2dz+d* =0

(a) Etude des paraboles

Ici, on est dans le cas oll e = 1. L’équation cartésienne de la parabole s’écrit donc y? = 2dxz — d>

X=o-4

Quitte a effectuer un changement d’origine du repere, et poser {Y 2
=Y

et p = d, on obtient 1’équation réduite de la

parabole comme annoncé.
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(b) Etude des ellipses
On est ici dans le cas ou 0 < e < 1. L’équation cartésienne de ’ellipse peut s’écrire :

2 d 2 2 _ d2€2
(1 e)(:c 7(1_62)> ty=1—2

d
=r— —4
On effectue alors le changement de repere (1=¢*)  On pose a = 25 et b = —2¢—. On obtient alors |’équation
Y = Y 4/1—e2

1—e2

réduite de l’ellipse comme annoncé.

(¢) Etude des hyperboles
On est ici dans le cas ou 1 < e. On fait exactement la méme manipulation que pour lellipse, avec le méme changement de
variable. On obtient (b est un tout petit peu modifié) 1'équation réduite de 'hyperbole, comme annoncé. [Faire les calculs]

O

2.4.2 Caractérisation bifocale des coniques

3

On traite le cas de lellipse, celui de ’hyperbole étant analogue.

Preuve. Soit C={M € P t.q MF + MF' = 2a} Soit O le milieu de [FF’'] et ¢ = OF. Notons €1 = %W et €3 le vecteur qui lui
est directement orthogonal. Alors dans le repere (O, €1, €3) ainsi construit, F(c,0) et F'(—c,0), et pour tout M (x,y) :

MF + MF' =2a

MeC <
= V-2t +(r+?+y? =2
= (@-)’+y+ @+’ +y +2((xz— )2 +2)((z + )2 + 32) = 4a°
= @2+ +c2—2cx)(a?+y2 + 2+ 2) =2 -~z —y°
2 2 202 _ 422 _ 2 (2 2 21)2
(x2+y2+c2) 240:1: (20" = (c* + 2"+ y7))
20° —c" =z —y* =20
=

(a2 —02)$2 +a2y2 — a2(a2 _02)
3:2+y2$2a2—62

Posant b = va? — ¢2, on a donc :

2 w2 g
Mee e (EmTET L
4y <a"+0b
2 2
vy _
— E—i-b—z_l

car si la premiére égalité est vérifiée, la seconde inégalité 1'est automatiquement (22 + 3> < a? pour tout point de ellipse que 'on
va reconnaitre ; penser au cercle principal).
On reconnait ’équation réduite de ellipse de foyer F'(c, O) et de directrice D : © = % O

Coniques définies par une équation cartésienne

3.1 Meéthode

Présentation. Dans le plan muni d’un repére orthonormal direct R = (O;7,7), on considére la courbe T’
d’équation
az® + 2bxy + cy® + 2dz + 2ey + f =0
avec (a, b, c) # (0,0,0).
Remarque. Si a = b = ¢ = 0, I’étude est immédiate. C’est soit le vide, soit une droite, soit le plan. C’est
pourquoi on suppose (a, b, c) # (0,0,0).
Définition. On appelle discriminant réduit de I' la quantité :

A:

Regle si A = (0 (parabole). Si A =0:

7/10
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(a)
(b)

Regle si A > 0 (hyperbole) ou A < 0 (ellipse). Si A # 0, c’est une conique a centre.

(a)

(b)
()

3.2 Exemples

Exemple 1. Représenter la courbe d’équation : 22 + 3% — 22y — 2z + 4y +1 =0
Exemple 2. Représenter la courbe d’équation : 722 —64/3zy + 13y% + (64/3—28)x + (124/3—26)y +25—124/3 = 0.

Exemple 3. Représenter la courbe d’équation : 22 + /3zy + 2 = 2
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