
Chap 9

Coniques

1 Définition

1.1 Introduction.

En mathématiques.
Propagation des ondes.
En mécanique.

1.2 Définition monofocale

Définition. Soit F un point du plan, D une droite telle que F R D et e ¡ 0. On appelle conique de foyer F ,
de directrice D et d’excentricité e la courbe Γ formée des points M du plan vérifiant :

dpF,Mq � e� dpM,Dq

• Si 0   e   1, on dit que Γ est une ellipse ;
• Si e � 1, on dit que Γ est une parabole ;
• Si e ¡ 1, on dit que Γ est une hyperbole.

Remarque.

1.3 Équation polaire d’un conique

1.3.1 Équation polaire

Théorème.

On se place dans le repère particulier R � pF ;~ı,~q où F est le foyer, et où la directrice D a pour
équation x cosϕ� y sinϕ � d ¡ 0. Alors

M P Γ ðñ ρ � ed

1� e cospθ � ϕq
On note p � ed le paramètre de la conique.

1.3.2 Tangentes

Propriété. La tangente en Mpθq à une conique donnée par son équation en polaires ρ � p
1�e cos θ est dirigée par

le vecteur ~u 1pθq � e~

1.3.3 Exemples

Exemple 1. D : x � 1, e � 1
2

Exemple 2. D : x� y � 1, e � 1.
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Chap 9 – Coniques

Exemple 3. D : x � �2, e � 2

Exemple 4. D : y � 2, e � 1
3

Exemple 5. Reconnâıtre et caractériser la courbe d’équation polaire ρ � 3
2�5 sin θ .

Exemple 6. Est-ce que la courbe d’équation polaire ρ � 1
1�sin θ est une parabole ?

Exemple 7. Est-ce que la courbe d’équation polaire ρ � 1
cos θ�

?
3 sin θ

est une ellipse ?

Exemple 8. Est-ce que la courbe d’équation polaire ρ � 1
1�cos θ�

?
3 sin θ

est une ellipse ?

1.4 Équations cartésiennes réduites (tour d’horizon)

Dans un repère bien choisi, les coniques admettent une équation réduite :
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Chap 9 – Coniques

2 Propriétés.

2.1 Propriétés de la parabole.

Vocabulaire. On parle du sommet et de l’axe de la parabole.

Exercice (Th. de Poncelet). Montrer que la tangente T au point M est la bissectrice de l’angle {HMF .

Application.

2.2 Propriétés de l’ellipse.

Remarque. Dans ce qui précède comme dans ce qui suit, on suppose 0   b   a.

Vocabulaire. Le centre de symétrie s’appelle le centre de l’ellipse. Les axes de symétrie s’appellent les axes
de l’ellipse.
Les points Apa, 0q et A1p�a, 0q sont les sommets principaux de l’ellipse.
Les points Bp0, bq et B1p0,�bq sont les sommets secondaires de l’ellipse.
a est le demi-grand axe, b le demi-petit axe.
Foyers et directrices.

Remarque. On connâıtra le triangle BOF dans lequel on peut appliquer le théorème de Pythagore et
retrouver la relation c2 � a2 � b2.

OF F ′

D D′

Proposition. L’image d’un cercle par une affinité orthogonale est une ellipse.

Définition. L’ellipse d’équation réduite x2

a2
� y2

b2
� 1 est l’image du cercle d’équation x2 � y2 � a2 par l’affinité

orthogonale d’axe xx1 et de rapport b
a . Le cercle s’appelle cercle principal de l’ellipse.

O
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Chap 9 – Coniques

Corollaire. Représentation paramétrique de l’ellipse.#
x � a cos t

y � b sin t

Application. Construction de la tangente à l’ellipse en un point.

O

Propriété. Équation de la tangente en un point M0pX0, Y0q.
Elle est obtenue en paramétrant l’ellipse.
Elle peut aussi être obtenue par dédoublement des variables :

X0X

a2
� Y0Y

b2
� 1

Caractérisation bifocale.

En conservant les notations précédentes, on a :

Γ � tM P P t.q. MF �MF 1 � 2au

O
a

b

Application. Méthode dite « du jardinier »

Exercice (Th. de Poncelet). Montrer que la normale à l’ellipse en M est la bissectrice de {FMF 1.
Application.
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Chap 9 – Coniques

2.3 Propriétés de l’hyperbole.

Remarque. Dans ce qui précède comme dans ce qui suit, on suppose que le second membre de l’équation réduite
est �1.

Vocabulaire.
Remarque.

F F ′
a

b

c−c

−

a2

c
a2

c

Propriété. L’hyperbole admet deux asymptotes, d’équations y � b
ax et y � � b

ax.

Remarque. On obtient les équations des asymptotes en annulant le second membre de l’équation réduite.

Définition. Une hyperbole est dite équilatère si et ssi ses asymptotes sont orthogonales.

Remarque. Cela équivaut à a � b.

Caractérisation bifocale.

En conservant les notations précédentes, on a :

Γ � tM P E t.q. |MF �MF 1| � 2au

2.4 Démonstrations

2.4.1 Équations réduites des coniques

Preuve. On veut montrer que dans un repère orthonormal bien choisi, les coniques ont une équation cartésienne de la forme
annoncée.
On se place dans le repère pI, ~e1, ~e2q suivant : Soit d � dpF,Dq, I la projection orthogonale de F sur D, ~e1 � 1

d

ÝÑ
IF et ~e2 le vecteur

qui lui est directement orthogonal. [Faire une figure à ce stade]. Pour Mpx, yq, on a alors Hp0, yq et F pd, 0q. Ainsi :

M P Γ ðñ px� dq2 � y2 � e2x2

ðñ p1� e2qx2 � y2 � 2dx� d2 � 0

(a) Étude des paraboles

Ici, on est dans le cas où e � 1. L’équation cartésienne de la parabole s’écrit donc y2 � 2dx� d2

Quitte à effectuer un changement d’origine du repère, et poser

#
X � x� d

2

Y � y
et p � d, on obtient l’équation réduite de la

parabole comme annoncé.
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Chap 9 – Coniques

(b) Étude des ellipses
On est ici dans le cas où 0   e   1. L’équation cartésienne de l’ellipse peut s’écrire :

p1� e2q
�
x� d

p1� e2q

2

� y2 � d2e2

1� e2

On effectue alors le changement de repère

#
X � x� d

p1�e2q

Y � y
. On pose a � de

1�e2
et b � de?

1�e2
. On obtient alors l’équation

réduite de l’ellipse comme annoncé.

(c) Étude des hyperboles
On est ici dans le cas où 1   e. On fait exactement la même manipulation que pour l’ellipse, avec le même changement de
variable. On obtient (b est un tout petit peu modifié) l’équation réduite de l’hyperbole, comme annoncé. [Faire les calculs]

2.4.2 Caractérisation bifocale des coniques

On traite le cas de l’ellipse, celui de l’hyperbole étant analogue.

Preuve. Soit C � tM P P t.q. MF �MF 1 � 2au Soit O le milieu de rFF 1s et c � OF . Notons ~e1 � 1
c

ÝÝÑ
OF et ~e2 le vecteur qui lui

est directement orthogonal. Alors dans le repère pO, ~e1, ~e2q ainsi construit, F pc, 0q et F 1p�c, 0q, et pour tout Mpx, yq :

M P C ðñ MF �MF 1 � 2a

ðñ
a
px� cq2 � y2 �

a
px� cq2 � y2 � 2a

ðñ px� cq2 � y2 � px� cq2 � y2 � 2
a
ppx� cq2 � y2qppx� cq2 � y2q � 4a2

ðñ
a
px2 � y2 � c2 � 2cxqpx2 � y2 � c2 � 2cxq � 2a2 � c2 � x2 � y2

ðñ
#
px2 � y2 � c2q2 � 4c2x2 � p2a2 � pc2 � x2 � y2qq2
2a2 � c2 � x2 � y2 ¥ 0

ðñ
#
pa2 � c2qx2 � a2y2 � a2pa2 � c2q
x2 � y2 ¤ 2a2 � c2

Posant b � ?
a2 � c2, on a donc :

M P C ðñ
#

x2

a2 � y2

b2
� 1

x2 � y2 ¤ a2 � b2

ðñ x2

a2
� y2

b2
� 1

car si la première égalité est vérifiée, la seconde inégalité l’est automatiquement (x2 � y2 ¤ a2 pour tout point de l’ellipse que l’on
va reconnâıtre ; penser au cercle principal).

On reconnâıt l’équation réduite de l’ellipse de foyer F pc,Oq et de directrice D : x � a2

c
.

3 Coniques définies par une équation cartésienne

3.1 Méthode

Présentation. Dans le plan muni d’un repère orthonormal direct R � pO;~ı,~q, on considère la courbe Γ
d’équation

ax2 � 2bxy � cy2 � 2dx� 2ey � f � 0

avec pa, b, cq � p0, 0, 0q.
Remarque. Si a � b � c � 0, l’étude est immédiate. C’est soit le vide, soit une droite, soit le plan. C’est
pourquoi on suppose pa, b, cq � p0, 0, 0q.
Définition. On appelle discriminant réduit de Γ la quantité :

∆ � b2 � ac

Règle si ∆ � 0 (parabole). Si ∆ � 0 :
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(a) Dans ce cas, ax2 � 2bxy � cy2 est un carré parfait. On effectue un changement de repère par rotation,
pour que ce terme s’écrive λy12.

(b) Reste ensuite à faire un changement de repère par translation pour obtenir l’équation réduite d’une
parabole que l’on peut caractériser et représenter

Règle si ∆ ¡ 0 (hyperbole) ou ∆   0 (ellipse). Si ∆ � 0, c’est une conique à centre.

(a) On cherche ce centre Ωpx0, y0q, dont les coordonnées sont telles qu’après translation amenant Ω à l’origine
du repère, l’équation de la conique soit :

ax12 �Bx1y1 � cy12 � f1 � 0

(b) On effectue alors un changement de repère par rotation, en choisissant l’angle pour faire disparâıtre les
termes rectangles, c’est-à-dire les termes en x1y1.

(c) On reconnâıt l’équation réduite d’une conique que l’on peut alors caractériser et représenter.

3.2 Exemples

Exemple 1. Représenter la courbe d’équation : x2 � y2 � 2xy � 2x� 4y � 1 � 0

Exemple 2. Représenter la courbe d’équation : 7x2�6
?

3xy�13y2�p6?3�28qx�p12
?

3�26qy�25�12
?

3 � 0.

Exemple 3. Représenter la courbe d’équation : x2 �?
3xy � x � 2
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èr

e

l’
en

se
m

b
le
H

d
es

el
li
p
se

s
p
a
ss

a
n
t

p
a
r
A

et
A
1

et
a
d
m

et
ta

n
t
F

p
o
u

r
fo

y
er

.
M

on
tr

er
q
u

e
l’
en

se
m

b
le

d
es

se
co

n
d
s

fo
ye

rs
F
1

d
es

el
li
p
se

s
d

e
H

es
t

u
n
e

b
ra

n
ch

e
d

’h
y
p

er
b

o
le

.
c
o
n
i
q
u
e
s
_
1
5
.
t
e
x

9
.1

0
P

ou
r

u
n
e

co
u

rb
e

Γ
d
o
n

n
ée

,
o
n

a
p
p

el
le

c
o
u
rb

e
o
rt

h
o
p
ti

q
u
e

d
e

Γ
le

li
eu

d
es

p
o
in

ts
d

’o
ù
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