
Chap 20

Convexité

1 Définition

I désigne toujours un intervalle de R.

Définition. Soit f : I Ñ R. On dit que f est convexe si et seulement si :

@px1, x2q P I2, @λ P r0, 1s, f
�
λx1 � p1� λqx2

� ¤ λfpx1q � p1� λqfpx2q

On dit que f est concave si et seulement si �f est convexe.

Interprétation graphique.

Théorème.

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est une fonction convexe ;

(ii) Pour tout a de I, x ÞÑ fpxq � fpaq
x� a

est croissante ;

(iii) Cf est en dessous de toutes ses cordes

Remarque.
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2 Inégalité de Jensen

Proposition (Inégalité de Jensen). Soit f : I Ñ R convexe. Soit px1, . . . , xnq P In et pλ1, . . . , λnq P pR�qn

tels que
ņ

k�1

λk � 1. Alors :

f

�
ņ

k�1

λkxk

�
¤

ņ

k�1

λkfpxkq

Exemple. On peut déduire de l’inégalité de Jensen l’inégalité classique suivante :

n
?
y1 . . . yn ¤ y1 � � � � � yn

n
@py1, . . . , ynq P Rn�

3 Lien avec la dérivabilité et la continuité

Proposition. Soit f : I Ñ R une application convexe. Alors en tout point a de I qui n’est pas une extrémité
de I, f est dérivable à gauche et à droite.
Corollaire. Si f est convexe sur l’intervalle I, alors f est continue sur I, sauf peut-être aux extrémités de I.
Exemple. On réfléchira aux trois exemples suivants de fonctions définies sur r�1, 1s pour ne pas faire de

généralisation abusive de ces résultats :

f : x ÞÑ
#

0 si x Ps � 1, 1r
1 si x � �1 ou 1

g : x ÞÑ 1�?
1� x2

h : x ÞÑ |x|

4 Cas des fonctions dérivables

Théorème.

Soit f : I Ñ R dérivable sur I.
f est convexe sur I si et seulement si f 1 est croissante.

Corollaire. Soit f : I Ñ R deux fois dérivable sur I.
f est convexe sur I si et seulement si f2 ¥ 0.
Propriété. Soit f : I Ñ R une fonction convexe et dérivable sur I. Alors pour tout a   b dans I,

f 1paq ¤ fpbq � fpaq
b� a

¤ f 1pbq

Exemple. x ÞÑ lnx est concave sur R��, x ÞÑ x4, x ÞÑ ex, x ÞÑ lnp1� exq sont convexes sur R.
Exemple. sin est concave sur r0, π2 s donc la courbe est en dessous de sa tangente en 0 et au dessus de sa corde.

D’où l’inégalité classique à connâıtre :

@x P r0, π
2
s, 2

π
x ¤ sinx ¤ x

Définition. Soit f une fonction de classe C2. On dit que f admet en a un point d’inflexion si et seulement si
l’une des propriétés équivalentes suivantes est satisfaite :
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(i) f2paq � 0 et f2 change de signe en a

(ii) f 1 admet en a un extremum local

(iii) f change de concavité en a

Exemple. x ÞÑ x3 admet en 0 un point d’inflexion. x ÞÑ x6 n’admet pas en 0 de point d’inflexion.
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2
0
.1

S
oi

t
f

:
R
�
Ñ
R
�

co
n
ca

ve
et

d
ér

iv
ab

le
.

M
on

tr
er

q
u

e
:

@p
x
,y
qP

R
2 �
,
f
px
�
y
q¤

f
px
q�

f
py
q

c
o
n
v
e
x
i
t
e
_
1
.
t
e
x

2
0
.2

D
on

n
er

d
eu

x
m

ét
h
o
d
es

p
ou

r
m

on
tr

er
q
u

e
:

@x
PR

,
ex
¥

2e
x 2
�

1

c
o
n
v
e
x
i
t
e
_
3
.
t
e
x

2
0
.3

M
on

tr
er

q
u

e
p

ou
r

to
u

t
x
¥

0
et
n
PN

�
,

:

x
n
�
1
�
pn
�

1q
x
�
n
¥

0

c
o
n
v
e
x
i
t
e
_
4
.
t
e
x

2
0
.4

M
on

tr
er

q
u

e
p

ou
r

to
u

t
pa
,b
qP

R
2

te
l

q
u
e

0
 
b
¤
a

on
a

:

a
�
b

a
¤

ln
a b
¤
a
�
b

b

c
o
n
v
e
x
i
t
e
_
5
.
t
e
x

2
0
.5

S
oi

t
f

u
n

e
fo

n
ct

io
n

co
n
v
ex

e
su

r
s0,

�8
r.

(a
)

M
on

tr
er

q
u

e
x
ÞÑ

f
px
q

x
ad

m
et

u
n

e
li
m

it
e

en
�8

(fi
n

ie
ou

�8
).

(b
)

M
on

tr
er

q
u
e

si
ce

tt
e

li
m

it
e

es
t

u
n

ré
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té

d
e
H
ö
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